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АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ НЕЯВНЫХ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫХ РЕШЕТОЧНЫХ

СХЕМ БОЛЬЦМАНА С НАПРАВЛЕННЫМИ РАЗНОСТЯМИ

Г.В. Кривовичев1, М.П. Мащинская2

Статья посвящена анализу устойчивости неявных конечно-разностных схем для системы кине-
тических уравнений, применяемых для проведения гидродинамических расчетов в рамках ме-
тода решеточных уравнений Больцмана. Представлены семейства двухслойных и трехслойных
схем с направленными разностями первого–четвертого порядков аппроксимации по простран-
ственным переменным. Важной особенностью схем является то, что конвективные слагаемые
аппроксимируются одной конечной разностью. Показано, что в выражении для аппроксимаци-
онной вязкости схем высоких порядков отсутствуют фиктивные слагаемые, что позволяет при-
менять их во всем диапазоне значений времени релаксации. Анализ устойчивости проводится по
линейному приближению с использованием метода Неймана. Получены приближенные условия
устойчивости в виде неравенств на значения параметра Куранта. При расчетах показано, что
площади областей устойчивости в пространстве параметров у двухслойных схем больше, чем
у трехслойных. Исследованные схемы могут применяться при расчетах как непосредственно,
так и в методах типа предиктор–корректор.

Ключевые слова: метод решеточных уравнений Больцмана, неявные разностные схемы, устойчи-
вость.

1. Введение. В последние годы в области вычислительной гидродинамики при проведении расчетов
на многопроцессорных системах все большей популярностью пользуется метод решеточных уравнений
Больцмана (lattice Boltzmann method, далее метод LBM) [1]. Это связано как с широкими возможностями
для распараллеливания его алгоритмов [2, 3], так и с мезоскопической природой метода, позволяющей
производить моделирование сложных физических процессов, таких, как течения с фазовыми перехода-
ми [4, 5] и течения в пористых средах [6].

Ключевой особенностью метода LBM является то, что он основан на решении дискретных кинети-
ческих уравнений относительно функций распределения частиц с заданными скоростями (решеточных
уравнений Больцмана, lattice Boltzmann equations, далее LBE-уравнения). Эти уравнения могут рассмат-
риваться как явные разностные схемы на равномерной сетке для системы уравнений Больцмана с дис-
кретными скоростями [7]. Недостатком метода, основанным на использовании LBE-уравнений, можно
считать его условную устойчивость — на значения параметра релаксации накладывается определенное
ограничение. Число Куранта при этом является постоянным и равным единице, что задает жесткую
связь значений шагов по времени и пространству. Для устранения этого недостатка были предложены
так называемые схемы, не привязанные к решетке (off-lattice schemes), при применении которых шаги
могут варьироваться независимо. Кроме устойчивости, это может улучшить и точность метода, а также
дает возможность использования неравномерных и адаптивных сеток. Такие схемы могут строиться с
использованием широко известных методов дискретизации — метода конечных разностей [8–11], метода
конечных объемов [12, 13] и метода конечных элементов [14, 15].

Настоящая статья посвящена построению и исследованию неявных конечно-разностных решеточных
схем Больцмана (implicit finite-difference-based lattice Boltzmann schemes). Для аппроксимации по про-
странственным переменным используется специальный подход, в рамках которого конвективные члены в
кинетических уравнениях приближаются одной конечной разностью, узлы при этом располагаются вдоль
проекций характеристик на физическое пространство (так называемые характеристические (characteristic-
based) схемы [8, 16]). Для аппроксимации используются направленные разности первого–четвертого по-
рядков. Построены двухслойные и трехслойные схемы. С помощью метода Неймана проводится анализ
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устойчивости по линейному приближению. Получены приближенные условия устойчивости в виде нера-
венств на значения параметра Куранта и исследована зависимость площади области устойчивости от
этого параметра. Работа является продолжением исследований, начатых в [17–19], в которых исследуют-
ся явные характеристические конечно-разностные решеточные схемы Больцмана.

2. Конечно-разностные схемы. Разностные схемы, используемые в рамках метода LBM, приме-
няются при решении задач для системы кинетических уравнений с дискретными скоростями:

∂fi
∂t

+ V i∇fi = −
1

λ

(

fi − f
(eq)
i

)

. (1)

Здесь t — время, r — вектор пространственных переменных, fi = fi(t, r), i = 1, n — функции распреде-
ления частиц со скоростями V i = V ei, где V = l/δt, l — средняя длина свободного пробега, δt — среднее
время свободного пробега, ei — безразмерные векторы, задающие шаблон в пространстве скоростей, λ —

время релаксации, f
(eq)
i = f

(eq)
i (f) — равновесные функции распределения, f = (f1, . . . , fn).

Макроскопические переменные — плотность ρ(t, r) и скорость u(t, r) — вычисляются следующим
образом:

ρ(t, r) =

n
∑

i=1

fi(t, r), ρ(t, r)u(t, r) =

n
∑

i=1

V ifi(t, r). (2)

При расчетах плоских течений часто используется шаблон D2Q9, определяемый следующими векто-
рами ei:

e1 = (0, 0), e2 = (1, 0), e3 = (0, 1), e4 = (−1, 0), e5 = (0,−1),

e6 = (1, 1), e7 = (−1, 1), e8 = (−1,−1), e9 = (1,−1).

Равновесные функции распределения при этом аппроксимируются следующим образом:

f
(eq)
i = f

(eq)
i (f ) = f

(eq)
i (ρ,u) =Wiρ

(

1 + 3
(V i · u)

V 2
+

9

2

(V i · u)
2

V 4
−

3

2

u2

V 2

)

, (3)

где Wi = 4/9 для i = 1; 1/9 для i = 2, 3, 4, 5; 1/36 для i = 6, 7, 8, 9.
Система LBE-уравнений представляет собой разностную схему, аппроксимирующую (1) на сетке с

шагами δt по времени и l по пространственным переменным, имеющую следующий вид:

fi(t+ δt, r + V iδt)− fi(t, r) = −
1

τ

(

fi(t, r)− f
(eq)
i

(

f(t, r)
)

)

, (4)

где τ = λ/δt — безразмерное время релаксации. Коэффициент кинематической вязкости ν связан с пара-
метром τ следующим соотношением:

ν =

(

τ −
1

2

)

l2

3δt
,

откуда сразу следует необходимое условие устойчивости: τ > 1/2. Для числа Куранта в случае LBE-
уравнений выполнено соотношение γ = V δt/l = 1, в связи с чем значения шагов нельзя варьировать
независимо друг от друга, влияя тем самым на устойчивость и точность метода.

В настоящей работе рассматриваются конечно-разностные схемы, аппроксимирующие (1) на про-
странственной и временно́й сетках, построенных с шагами l и ∆t 6= δt соответственно. Для аппроксимации
по пространственным переменным конвективные члены V i∇fi заменяются одной конечной разностью с
шаблоном, узлы которого располагаются вдоль проекций характеристик на физическое пространство. В
случае явных схем такой подход позволяет улучшать устойчивость метода по сравнению со случаями
схем, в которых производные, входящие в V i∇fi, аппроксимируются раздельно [17–19].

Для улучшения устойчивости предлагается посредством аппроксимации производной по t строить
неявные схемы. Необходимо отметить, что использование таких схем требует решения на каждом вре-
менно́м слое в каждом узле сетки системы нелинейных алгебраических уравнений с помощью итерацион-
ных методов, что, безусловно, увеличивает время расчетов. Однако такие схемы позволяют использовать
бо́льшие значения шага по времени по сравнению с явными схемами. При этом неявные схемы могут
использоваться в методах типа предиктор–корректор без необходимости использования итерационных
процедур [20].

В рамках метода LBM неявные схемы использовались в достаточно большом числе работ. В [21] для
случая модели с несколькими временами релаксации были предложены неявные схемы, основанные на
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методе Эйлера и методах Рунге–Кутты высоких порядков, пространственные производные при этом ап-
проксимировались с помощью направленных разностей третьего порядка. В [22] предложен полунеявный
метод типа предиктор–корректор, основанный на использовании макропеременных. В этой статье на про-
стых численных примерах показано, что схема является устойчивой в широком диапазоне значений шага
по времени, но не исследовано влияние параметров. В [23] рассмотрена полунеявная схема с конечными
разностями. Устойчивость этой схемы была позднее исследована в [9]. Авторы [24] проводили сравнение
явных и неявных LBE-уравнений в применении к задачам об установившихся течениях. Преимущества
неявных схем проявились в случае больших значений числа Рейнольдса. В [25] предложен подход к реали-
зации off-lattice схем с помощью метода расщепления. На одном из его этапов вместо (1) решается система
линейных уравнений переноса, для которой была предложена неявная схема на основе метода конечных
элементов Тейлора–Галеркина, позволяющая проводить расчеты на неструктурированных сетках. В [26]
предложена конечно-элементная параметрическая неявная схема на основе метода наименьших квадра-
тов. Явно-неявные (implicit-explicit) схемы для решения задач динамики сжимаемых сред предложены
в [27, 28].

2.1. Аппроксимация конвективных членов. В настоящей работе конвективные члены V i∇fi
в узле (tj+1, r) будем аппроксимировать с использованием направленных разностей первого–четвертого
порядков аппроксимации следующего вида:

V i∇fi(tj+1, r)≈
V

l

(

fi

(

tj+1, r + V i
l

V

)

− fi(tj+1, r)

)

,

V i∇fi(tj+1, r)≈
V

2l

(

−3fi(tj+1, r) + 4fi

(

tj+1, r + V i
l

V

)

− fi

(

tj+1, r + 2V i
l

V

)

)

,

V i∇fi(tj+1, r)≈
V

6l

(

−11fi(tj+1, r) + 18fi

(

tj+1, r + V i
l

V

)

−

− 9fi

(

tj+1, r + 2V i
l

V

)

+ 2fi

(

tj+1, r + 3V i
l

V

)

)

,

V i∇fi(tj+1, r)≈
V

12l

(

−25fi(tj+1, r) + 48fi

(

tj+1, r + V i
l

V

)

−

− 36fi

(

tj+1, r + 2V i
l

V

)

+ 16fi

(

tj+1, r + 3V i
l

V

)

− 3fi

(

tj+1, r + 4V i
l

V

)

)

.

2.2. Аппроксимация производной по времени. Рассмотрим два способа аппроксимации произ-
водной по времени. Двухслойные схемы построим, используя левую разностную производную с шагом
∆t/2:

∂fi
∂t

(tj+1, r) ≈
fi(tj+1, r)− fi(tj+1/2, r)

∆t/2
,

где tj+1/2 = tj +∆t/2. Значения fi(tj+1/2, r) заменим следующей полусуммой:

fi(tj+1/2, r) ≈
1

2

(

fi(tj , r) + fi(tj+1, r)
)

.

При построении трехслойных схем аппроксимируем производную с шагом ∆t:

∂fi
∂t

(tj+1, r) =
fi(tj+1, r)− fi(tj , r)

∆t
,

при этом fi(tj , r) заменим таким образом:

fi(tj , r) ≈
1

2

(

fi(tj+1, r) + fi(tj−1, r)
)

.

2.3. Конечно-разностные схемы. Подставляя представленные выше аппроксимации в (1), получим
разностные схемы, задаваемые в случае двухслойных схем формулой

fi(tj+1, r) =
1

2

(

fi(tj+1, r) + fi(tj , r)
)

−
∆t

2
Lh

(

fi(tj+1, r)
)

−
∆t

2λ

(

fi(tj+1, r)− f
(eq)
i

(

f(tj , r)
)

)

, (5)
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где Lh — сеточный оператор, аппроксимирующий V i∇fi(tj+1, r). Трехслойные схемы будут задаваться
аналогично:

fi(tj+1, r) =
1

2

(

fi(tj+1, r) + fi(tj−1, r)
)

−∆tLh

(

fi(tj+1, r)
)

−
∆t

λ

(

fi(tj+1, r)− f
(eq)
i

(

f (tj , r)
)

)

. (6)

Первые дифференциальные приближения схем первого порядка для обоих классов имеют вид

∂fi
∂t

+ θ
∂2fi
∂t2

+ Viα
∂fi
∂xα

+
δt

2

∂2fi
∂xα∂xβ

ViαViβ = −
1

λ

(

fi − f
(eq)
i

)

,

где по повторяющимся индексам производится суммирование, при этом x1 = x и x2 = y. Для схем высоких
порядков первые дифференциальные приближения задаются следующим образом:

∂fi
∂t

+ θ
∂2fi
∂t2

+ Viα
∂fi
∂xα

= −
1

λ

(

fi − f
(eq)
i

)

.

В [8] для конечно-разностных схем для (1) с первым приближением вида

∂fi
∂t

+ θ
∂2fi
∂t2

+ Viα
∂fi
∂xα

− ψ
∂2fi

∂xα∂xβ
ViαViβ = −

1

λ

(

fi − f
(eq)
i

)

с использованием метода Чепмена–Энскога было получено следующее выражение для коэффициента ν:

ν = χV 2(λ+ ψ),

где χ = 1/3 для случая шаблона D2Q9. Таким образом, для схем первого порядка получим соотношение

ν =

(

λ−
δt

2

)

V 2

3
, (7)

которое, как можно видеть, совпадает с выражением для случая системы LBE-уравнений (4). В случае
схем высоких порядков выражение имеет вид

ν = λ
V 2

3
(8)

и совпадает с выражением для коэффициента кинематической вязкости, полученного при применении
метода Чепмена–Энскога к исходной системе уравнений (1) [8]. Таким образом, в выражениях для аппрок-
симационной вязкости схем высоких порядков, задаваемых посредством (5)–(6), отсутствуют фиктивные,
не имеющие физического смысла, слагаемые.

Из (7) и (8) непосредственно вытекают необходимые условия устойчивости, связанные с неотрица-
тельностью коэффициента вязкости: τ > 1/2 для схем первого порядка и τ > 0 для схем высоких порядков.

3. Анализ устойчивости. Для исследования устойчивости введем безразмерные переменные

t′ =
t

δt
, r′ =

r

l
, f ′

i =
fi
Φi

, (9)

где Φi — характерные значения функций распределения. В дальнейшем штрихи в обозначениях безраз-
мерных переменных будем опускать. Подставляя (9) в (1), получим

∂fi
∂t

+ ei∇fi = −
1

τ

(

fi − f
(eq)
i

)

. (10)

Выражения для разностных схем примут вид

fi(tj+1, r) =
1

2

(

fi(tj+1, r) + fi(tj , r)
)

−
∆t

2
Lh

(

fi(tj+1, r)
)

−
∆t

2τ

(

fi(tj+1, r)− f
(eq)
i

(

f(tj , r)
)

)

, (11)

fi(tj+1, r) =
1

2

(

fi(tj+1, r) + fi(tj−1, r)
)

−∆tLh

(

fi(tj+1, r)
)

−
∆t

τ

(

fi(tj+1, r)− f
(eq)
i

(

f(tj , r)
)

)

, (12)
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при этом выражения, аппроксимирующие ei∇fi, принимают вид

ei∇fi(tj+1, r)≈ fi(tj+1, r + ei)− fi(tj+1, r),

ei∇fi(tj+1, r)≈
1

2

(

−3fi(tj+1, r) + 4fi(tj+1, r + ei)− fi(tj+1, r + 2ei)
)

,

ei∇fi(tj+1, r)≈
1

6

(

−11fi(tj+1, r) + 18fi(tj+1, r + ei)−

− 9fi(tj+1, r + 2ei) + 2fi(tj+1, r + 3ei)
)

,

ei∇fi(tj+1, r)≈
1

12

(

−25fi(tj+1, r) + 48fi(tj+1, r + ei)−

− 36fi(tj+1, r + 2ei) + 16fi(tj+1, r + 3ei)− 3fi(tj+1, r + 4ei)
)

.

При исследовании устойчивости будем применять подход, основанный на использовании метода Ней-
мана [17–19]. Будем рассматривать развивающиеся во времени отклонения от стационарных решений
системы (10). Эти решения определяются двумя режимами течения в неограниченной области, задава-
емыми значениями макроскопических безразмерных переменных: ρ = 1, ux = U , uy = 0 (режим 1) и
ρ = 1, ux = uy = U (режим 2), где U ∈ [0, 1]. Этим режимам течения отвечают следующие стационарные

(невозмущенные) решения (10): fi = f i = f
(eq)
i (ρ,u) = const.

Представляя решения (11), (12) в виде

fi(t, r) = f i + δfi(t, r) (13)

и производя подстановку (13) в (11) и (12), затем линеаризуя члены f
(eq)
i относительно стационарного

решения, получим систему относительно возмущений δfi. Ее решения представимы в виде [29]

δfi(t, r) = Fi(t) exp (jΘr),

где j2 = −1, Θ = (θx, θy), θα ∈ [−π, π], α = x, y.
Для нахождения функций Fi рассмотрим систему линейных разностных уравнений

AS(tj+1) = BS(tj). (14)

Посредством G = A−1B задается матрица перехода разностной схемы, а S состоит из F (tj) и F (tj−1) в
зависимости от класса рассматриваемых схем. Обращение матрицы A, в силу относительно малой раз-
мерности, можно производить методом Гаусса. Таким образом, задача об исследовании устойчивости ста-
ционарного решения сводится к анализу устойчивости нулевого решения системы (14).

В случае двухслойных схем (11) имеем B = E, S = F , A = C, где компоненты C задаются:
— для схемы первого порядка:

Cis =























1 + ∆t
(

exp (jΘi)− 1
)

+
∆t

τ

(

1−
∂f

(eq)
i

∂fs

(

f
)

)

, s = i,

−
∆t

τ

∂f
(eq)
i

∂fs

(

f
)

, s 6= i,

— для схемы второго порядка:

Cis =























1 +
∆t

2

(

−3 + 4 exp
(

jΘi)− exp (2jΘi)
)

+
∆t

τ

(

1−
∂f

(eq)
i

∂fs

(

f
)

)

, s = i,

−
∆t

τ

∂f
(eq)
i

∂fs

(

f
)

, s 6= i,

— для схемы третьего порядка:

Cis =























1 +
∆t

6

(

−11 + 18 exp (jΘih)− 9 exp (2jΘi) + 2 exp (3jΘei)
)

+
∆t

τ

(

1−
∂f

(eq)
i

∂fs

(

f
)

)

, s = i,

−
∆t

τ

∂f
(eq)
i

∂fs

(

f
)

, s 6= i,

— для схемы четвертого порядка:
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Cis =







































1 +
∆t

12

(

−25 + 48 exp (jΘi)− 36 exp (2jΘi) +

+ 16 exp (3jΘei)− 3 exp (4jΘi)
)

+
∆t

τ

(

1−
∂f

(eq)
i

∂fs

(

f
)

)

, s = i,

−
∆t

τ

∂f
(eq)
i

∂fs

(

f
)

, s 6= i.

В случае трехслойных схем будем иметь

Si(tj) = Fi(tj−1), Si+9(tj) = Fi(tj), i = 1, 9, A =

(

E9×9 O9×9

O9×9 C9×9

)

, B =





O9×9 E9×9

1

2
E9×9 O9×9



 .

Выражения для Cis принимают вид
— для схемы первого порядка:

Cis =























1

2
+ ∆t

(

exp (jΘi)− 1
)

+
∆t

τ

(

1−
∂f

(eq)
i

∂fs

(

f
)

)

, s = i,

−
∆t

τ

∂f
(eq)
i

∂fs

(

f
)

, s 6= i,

— для схемы второго порядка:

Cis =























1

2
+

∆t

2

(

−3 + 4 exp (jΘei)− exp (2jΘi)
)

+
∆t

τ

(

1−
∂f

(eq)
i

∂fs

(

f
)

)

, s = i,

−
∆t

τ

∂f
(eq)
i

∂fs

(

f
)

, s 6= i,

— для схемы третьего порядка:

Cis =























1

2
+

∆t

6

(

−11 + 18 exp (jΘei)− 9 exp (2jΘi) + 2 exp (3jΘi)
)

+
∆t

τ

(

1−
∂f

(eq)
i

∂fs

(

f
)

)

, s = i,

−
∆t

τ

∂f
(eq)
i

∂fs

(

f
)

, s 6= i,

— для схемы четвертого порядка:

Cis =







































1

2
+

∆t

12

(

−25 + 48 exp (jΘei)− 36 exp (2jΘi) +

+ 16 exp (3jΘi)− 3 exp (4jΘei)
)

+
∆t

τ

(

1−
∂f

(eq)
i

∂fs

(

f
)

)

, s = i,

−
∆t

τ

∂f
(eq)
i

∂fs

(

f
)

, s 6= i.

Критерий устойчивости решений системы (14) состоит в том, что все собственные значения матри-
цы G по модулю не должны превосходить единицы [29].

При всех принятых допущениях собственные значения матрицы G являются функциями парамет-
ров θx, θy, U , τ , ∆t. При проведении расчетов вместо шага ∆t рассматривалось число Куранта γ. Задача на
поиск собственных значений решалась с помощью QR-алгоритма, реализованного на языке FORTRAN90
в пакете EISPACK [30].

Исследование устойчивости будем производить посредством построения областей устойчивости на
плоскости параметров (τ, U) при разных значениях параметра Куранта γ. Точка считается входящей в
область устойчивости, если при фиксированных значениях τ и U для всех значений θx и θy, рассматри-
ваемых на некоторой сетке, все собственные значения матрицы G по модулю не превосходят единицы. Во
всех случаях область устойчивости представляла собой односвязную область, примыкающую к оси Oτ .
Площадь области устойчивости вычислялась по квадратурной форме трапеций.

При проведении численных расчетов параметр γ варьировался в диапазоне от 0 до 25. При рас-
смотрении изменения параметра τ для схем первого порядка брался интервал (0.5, 1], для схем второго
порядка — интервал (0, 1], в случае схем третьего и четвертого порядков — интервал (0, 5] в связи с тем,
что при τ ∈ (0, 1] их области устойчивости оказались пустыми. Значения всех параметров выбирались
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на равномерных сетках из 100 узлов. Ниже представлен алгоритм для численного построения области
устойчивости в пространстве параметров.

При заданном значении γ построить сетки по U, τ, θx, θy;

for i in U do
Вычислить f

(eq)
1 , . . . , f

(eq)
n при значении U [i] для получения невозмущенного решения;

for j in τ do
for k in θx do

for l in θy do
Вычислить на невозмущенном решении матрицы A, B при значениях τ [j], θx[k], θy[l];
Вычислить матрицу перехода G = A−1B;
Найти собственные значения λp, p = 1, n матрицы G (процедура cg из EISPACK);
L[k, l] = max

n
|λp|;

end
end
if S[i, j] = max

k,l
L 6 1 then

Точка
(

U [i], τ [j]
)

входит в область устойчивости;
else

Точка
(

U [i], τ [j]
)

не входит в область устойчивости;
end

end
end

Основной целью анализа устойчивости было исследование влияния параметра γ на площадь области
устойчивости и получение условий устойчивости вида γ > γmin. Такой вид условий устойчивости связан
с неявной природой рассматриваемых схем.

Значения γmin для неявных схем

Тип схемы \ порядок: Первый Второй Третий Четвертый

Двухслойная 2 0.8 0.3 0.1

Трехслойная 1 0.3 1.1 1.1

В таблице приведены полученные в результате численных экспериментов значения γmin. Как можно
видеть, значения для случая трехслойных схем первого и второго порядков меньше, чем для двухслойных,
что задает больший диапазон возможных значений γ, хотя в обоих случаях он ограничен только снизу. В
случае схем высоких порядков имеет место противоположная ситуация.

На рис. 1–4 представлены графики площади устойчивости S как функции параметра γ. Как можно
видеть, для всех схем характерен выход площади на некоторое стационарное значение. При этом площади
для случаев двухслойных схем для большей части значений γ больше, чем для трехслойных, что позволяет
рекомендовать их для решения прикладных задач.

Предложенные неявные схемы могут использоваться как непосредственно, так и в методах типа
предиктор–корректор. В первом случае возникает необходимость в решении в каждый момент tj+1 в
каждом узле пространственной сетки системы нелинейных алгебраических уравнений относительно зна-
чений fi, что занимает существенно больше времени, чем применение традиционных LBE-уравнений, а
в случае использования метода Ньютона требует дополнительного вычисления матрицы Якоби. Хотя и
такие алгоритмы, за счет локального характера схем, эффективно подвергаются распараллеливанию [31].
Во втором случае схемы (5) или (6) могут использоваться при вычислениях в качестве корректора в паре
с предиктором — явной схемой. Примеры использования такого метода на основе схем первого порядка
приведены в [20], где численно решались задачи о течении в каверне и о вихрях Тейлора. Такой подход
значительно проще в реализации и не требует применения итерационных процедур. Однако при этом вве-
дение в вычислительный алгоритм явного метода существенно влияет на устойчивость — как показано
при расчетах [20], условия устойчивости, в отличие от чисто неявных схем, имеют вид γ 6 γmax, но при
этом использование характеристических схем позволяет улучшить устойчивость по сравнению со случаем
схем с раздельными аппроксимациями пространственных производных в членах V i∇fi.
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Рис. 1. Зависимость площади области устойчивости схем первого порядка от γ: а) двухслойная схема; б)
трехслойная схема. Черная кривая — случай режима 1; красная кривая — случай режима 2

Рис. 2. Зависимость площади области устойчивости схем второго порядка от γ: а) двухслойная схема; b)
трехслойная схема. Черная кривая — случай режима 1; красная кривая — случай режима 2

Рис. 3. Зависимость площади области устойчивости схем третьего порядка от γ: а) двухслойная схема;
b) трехслойная схема. Черная кривая — случай режима 1; красная кривая — случай режима 2



124 вычислительные методы и программирование. 2019. Т. 20

Рис. 4. Зависимость площади области устойчивости схем четвертого порядка от γ: а) двухслойная схема;
b) трехслойная схема. Черная кривая — случай режима 1; красная кривая — случай режима 2

4. Заключение. Статья посвящена построению и анализу неявных конечно-разностных схем для
системы кинетических уравнений с дискретными скоростями для последующего использования в рамках
метода LBM. Построены двухслойные и трехслойные схемы. Показано, что в выражении для аппрокси-
мационной вязкости схем высоких порядков аппроксимации отсутствуют фиктивные слагаемые, что дает
возможность проведения расчетов при любых значениях параметра релаксации. Анализ устойчивости
проводится по линейному приближению на основе метода Неймана с использованием QR-алгоритма для
решения задач на собственные значения. Получены приближенные условия устойчивости в виде нера-
венств на значения числа Куранта. Показано, что площади областей устойчивости в пространстве пара-
метров у двухслойных схем больше, чем в случае их трехслойных аналогов. Построенные схемы могут
использоваться как независимо, так и в методах типа предиктор–корректор.
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Abstract: The paper is devoted to the stability analysis of the implicit finite-difference schemes for the
system of kinetic equations used for the hydrodynamic computations in the framework of the lattice Boltzmann
method. The families of two- and three-layer upwind schemes of the first to fourth approximation orders on
spatial variables are considered. An important feature of the presented schemes is that the convective terms are
approximated by one finite difference. It is shown that, for the high-order schemes, in the expression for the
current viscosity there are no fictitious terms, which makes it possible to perform computations in the whole
range of relaxation time values. The stability analysis is based on the application of the von Neumann method
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to the linear approximations of the schemes. The stability conditions are obtained in the form of inequalities
imposed on the Courant number values. It is also shown that the areas of stability domains for the two-layer
schemes are greater than for the three-layer schemes in the parameter space. The considered schemes can be
used as the fully implicit schemes in computational algorithms directly or in the predictor–corrector methods.

Keywords: lattice Boltzmann method, implicit finite-difference schemes, stability.
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